Fonctions 2 : intégrales
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Intégrale d’une fonction

_| Définition. |

Etant donnée une fonction f définie et continue par morceaux sur un intervalle [a; b],

b
on appelle intégrale de f entre a et b, et on note / f(x)dx, I"aire comprise entre la courbe

a
et I'axe des abscisses, comptée positivement lorsque la fonction est positive, et négativement
sinon.

Exemple : L’intégrale de la fonction f représentée ci-dessous entre 2 et 7 a pour valeur
7,5 unités d’aire.

7
On écrit / flz)dz =17,5.
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Théoréeme fondamental. |

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b], et F' une primitive de f sur cet intervalle.
Alors :

Exemple : Soit f définie sur [0;4] par f(x) = —2° + 4.
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1
Une primitive F' de f est F'(z) = —gzg + 227,

4 4 32
Donc / flz)de = F(4) — F(0) = —Z +32—-0= 3 ~ 10, 7 arrondie au dixieme pres.
0

Intégrale généralisée

Intégrale généralisée.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; +00].

+o0 T
On dit que l'intégrale / f(t)dt converge si / f(t)dt possede une limite finie quand x
tend vers +-oo0. ! ‘

—+00 43

Dans ce cas, on note / f(t)dt = lim f@t)de.
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Exemple : Considérons l'intégrale généralisée / (2e~")dt.
0
Pour tout x > 0, / (2e")dt = [—Qe_t]: =—2"—(-2)=2—-2"".
0
Or lim (2—2¢7%) =2

T—+00

+oo
Donc / (2e7")dt converge et a pour valeur 2.
0
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De méme, lorsque la limite existe,

b b
| rwar= im_ [ o)
/m F)dt = tim [ f@)dt+ Lim [ f(t)dt
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Cas des fonctions positives

_| Théoreme. |
Soient f et g deux fonctions définies, continues par morceaux et positives sur un intervalle
de la forme [a; +00], telles que pour tout = € [a; +oo[, f(z) < g(z).

+oo +oo
Si l'intégrale / g(t)dt converge, alors l'intégrale / f(t)dt converge aussi.
a

a
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Exemple : Considérons l'intégrale généralisée / mdt.
1
1
Nous ne connaissons pas la primitive de la fonction ¢ e
1

Mai tout t > 1, —— < —.
ais pour tout ¢t > PP

1
Les deux fonctions f : t — et g : t — — sont définies, continues et positives sur

t2

t2+1
l'intervalle [1; +o00.
z 1 1
Or | —=dt= {—
1 12 t
+oo 1
donc l'intégrale / t—th converge,
1

x

1 1
=1——,et lim 1——=1,
1 €x T—>+00 x

+o0 1
donc 'intégrale / ———dt converge aussi.
1 t?2+1

De méme, si f et g sont deux fonctions définies, continues par morceaux et positives sur un
intervalle de la forme | — oo; 0], telles que pour tout = €] — oo; 8], f(z) < g(z),

b b
Si I’intégrale/

—00

g(t)dt converge, alors I'intégrale / f(t)dt converge aussi.
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