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INTRODUCTION :

Le fil conducteur de ce mémoire est la notion d’espace injectif.
L’injectivité est un terme de catégorie : Si on se donne une catégorie C d’objets et
de morphismes, alors un objet I est dit injectif si pour toute paire d’objets £ C F
et tout morphisme ¢ : £ — I, il existe un morphisme v : F' — [ qui étend ¢, c’est
a dire tel que ¥ (e) = ¢(e) pour tout e € E.

Dans un premier temps nous allons examiner la catégorie des espaces de Ba-
nach ou les morphismes sont les applications linéaires contractantes. Par un simple
changement d’échelle, on voit qu’étre injectif dans cette catégorie équivaut a étre
injectif dans la catégorie des espaces de Banach ol les morphismes sont les appli-
cations linéaires continues (opérateurs bornés), mais ot I’extension ¢ a la méme
norme que ¢. La second chapitre est donc consacré a la caractérisation de ces es-
paces de Banach injectifs. Le principal résultat de cette partie est le théoréme 2.18
de Nachbin-Goodner-Kelley : Si X est un espace de Banach,

X injectif & X est isométrique 4 un C(7) ot T est un compact stonéen.

Dans un second temps nous examinerons la catégorie des espaces d’opérateurs
ou les morphismes sont les applications linéaires complétement contractantes. De la
méme maniére par un simple changement d’échelle, on voit qu’étre injectif dans cette
catégorie équivaut a étre injectif dans la catégorie des espaces d’opérateurs ou les
morphismes sont les applications linéaires complétement bornées, mais ot I’extension
¢ a la méme norme |.||s que ¢. Le troisiéme chapitre est donc consacré a la
caractérisation de ces espaces d’opérateurs injectifs. Le principal résultat de cette
partie est le théoréme 3.11 de Ruan : Si F est un espace d’opérateurs ,

E est injectif < 1l existe une C*-algébre injective A, deux projections
p et ¢ de A telles que F soit complétement isométrique a pAgqg.

Mais tout d’abord, nous allons donner quelques résultats de nature topologique
sur les espaces compacts stonéens.
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Chapitre 1
Préliminaires topologiques

Dans le but de caractériser les espaces de Banach qui ont la propriété d’extension
nous devons nous intéresser a la notion d’espace topologique Stonéen (ou extré-
mement discontinue), pour lesquels on pourra se reporter a [1].

Au préalable il est bon de rappeler le procédé de compactification de Stone-Cech.
Tous les espaces topologiques considérés seront supposés séparés.

1.1 Compactification de Stone-Cech

Définition 1.1 (Compactifié de Stone-Cech)
Soit (E, T) un espace topologique normal '.
On dit que K compact est le compactifié de Stone-C'ech de E (et on le note SF)
Si:
(i) 36 : E — D, ou ( est un homéomorphisme sur D espace dense dans SE.
(ii) Pour toute fonction f € Cy(E,R), fo 7' : D — R posséde un unique
prolongement continue (noté 3f) a BE tel que

sup |f(t)] = sup |Bf(2)]

teBE

Autrement dit E est (& homéomorphisme prés) dense dans son compactifié de
Stone-Cech. Dans la suite on confondra donc E et G(E).
On a de suite un théoréme d’existence et d’unicité :

Théoréme 1.2 (Existence et unicité)

Il existe un couple (E,GF) répondant aux conditions de la définition 1.1, unique a
homéomorphisme prés au sens suivant :

Si (E’,BE') est un autre couple satisfaisant aux méme conditions, il existe un ho-

méomorphisme ¢ tel que le diagramme suivant commute : BE'
7k
Preuve.

Pour 'unicité on pourra consulter [5] page 240 et pour I'existence on a la construc-
tion suivante :

Lun espace ot tous fermés A et B disjoints peuvent étre séparés par des ouverts



Soit E un espace topologique normal et 'espace de Banach X = (Cy(E,R), ||.|lo0)-
Soit 3 : E — (X*); définie par 5(t)(f) = f(1).
Alors :
— [ est clairement w-* continue.
— [ est injective :
Si t1 # to, alors d’aprés le lemme d’Urysohn appliqué aux fermés {¢;} et {2},
il existe f € X telle que f(t;) =1 et f(t2) =0, et donc [(t1) # B(t2).

— (3 est un homéomorphisme de E sur 3(F) :
Soit (t,) une suite généralisée indexée sur un ensemble filtrant, telle que ¢, ne
tend pas vers t dans E. Montrons que ((t,) ne tend pas vers 3(t).
Puisque t, ne tend pas vers t, il existe U voisinage de t tel que : Vd, 3j(d) > d
tel que ;) ¢ U.
On applique le Lemme d’Urysohn : 1l existe f € X telle que f(t)—1 et {(s)—0
pour t € E\U . Alors Vd, f(t;w)) = 0.
Donc la suite (f(t,)) ne peut converger vers f(t) = 1.
Ceci montre que (3(t,) ne tend pas w-* vers 3(t).

On pose | BE = ((F)
Alors :
(i) BE est compact comme fermé dans (X*); qui est compact d’aprés le théoréme
de Banach-Alaoglu.
(ii) Pour f € X, on prolonge f o 37! a BE par 8f de la maniére suivante :

Bf:pE — R
= 2t(f)
— B f est clairement w-x continue.
— C’est bien un prolongement car si z* = ((t) :

Bf(a*) = B)(f) = f(t) = fo s (z")

= De plus : |3 ()] = [ ()] < [} fllse- Done [|3f]loc < [[Fll, et comme
18 lloe = 11flloo

Ainsi :

BE est le compactifié de Stone-Clech de E |.

Donnons maintenant une propriété utile de prolongement :

Propriété 1.3 Toute fonction continue f : E — C, ou E est normal et C est
compact admet un unique prolongement continu Gf : BE — C.

Preuve.
E est normal donc il s’injecte dans un [0, 1]/ pour J convenable (voir [5] page 217,
th.34.2).
On regarde donc C' comme un sous ensemble de [0, 1]7.
On définit alors pour a € J, f, par: f,: E — [0,1]

t o= f{t)(e)



f étant continue, f, est continue ([0, 1]/ étant muni de sa topologie produit), et
admet donc un unique prolongement continu Gf, : BE — R.

On définit alors gf par : fBf,:BE — C
t = (Bfa(t))aes

0B f. est bien continue et elle est bien a valeur dans C' car :

BF(BE) =Bf(E) € Bf(E) = f(E) S C=Cx

Passons maintenant a 1’étude et a la caractérisation des espaces topologiques
Stonéens :

1.2 Espaces Stonéens

Définition 1.4 (Espace Stonéen)
Un espace topologique Q est dit Stonéen (ou extrémement discontinue '), si
pour tout ouvert U de Q, U est encore ouvert.

On a une propriété simple caractérisant ces espaces :

Propriété 1.5 Q Stonéen <= [V O1, Oy ouverts, O1 N Oy = = O; N Oy = (]

Preuve.
On pourra se référer a [6] page 196.

1.3 Espaces libres

Définition 1.6 (Espace libre)
Un espace compact est dit libre, s’il est le compactifié de Stone-C'ech de ses points
isolés.

On peut dire de maniére équivalente :
Un compact P est libre < P le compactifié de Stone-Clech d’un ensemble discret.

En effet ’ensemble D des points isolés de P est discret et réciproquement si P est
libre, il contient un ensemble 7' discret tel que 81 = P. Mais puisque T C D,
6D = P. o.

Propriété 1.7 Un espace libre est Stonéen.

Preuve.
Soit U ouvert dans K espace libre.
On note D={points isolés de K}, et on a donc K = 3D.
Alors U N D est un ouvert de D qui est aussi fermé :
Soit en effet « dans & N D (fermeture dans D).
Puisque x est isolé dans K donc dans D il existe V voisinage de x tel que VND = {x}.
Or VN [U N D] n’est pas vide, donc = est dans U donc dans U N D.
Ceci montre que 1ynpj est continue sur D, et admet donc un prolongement continue

'Dans un tel espace toute partie non vide connexe est réduite & un point

6



apD =K.

Or 1ynp est la restriction a D de 1.

En effet soit z € D, montrons que x e Y &z €U :

Soit x ¢ U et soit V voisinage de z tel que VN K = {z}. Alors VNU = (). Donc
L’autre implication est évidente.

Ceci montre que B1lynp) = 1.

Donc 1;; est continue, donc U est ouvert. o

1.4 Espaces projectifs

Définition 1.8 (Espaces projectifs)
Un espace compact P est dit projectif si, pour tout compacts S et T, pour toutes
applications f : S — T, g : P — T continues, f surjective, il existe une application
continue h : P — S tel que le diagramme suivant commute : S
.
P—=T

Le principal résultat de ce chapitre est que pour P compact :

P Stonéen <—= P projectif‘

Propriété 1.9
(i) E libre = E projectif
(ii)) Tout compact est I'image continue d’un espace libre.

Preuve.
(i) Soient P un espace libre, S et T compacts, deux applications f : S — T,
g : P — T continues, f surjective.
On note D={ points isolés de K }, et on a donc K = §D.
Puisque f est surjective, Vp € D, 3s, € S/ f(s,) = 9(p)-
On définit alors hg par: hg: D — S
P s

Etant définie sur un ensemble de points isolés, cette application est continue.

On a fohg = gp. En considérant le prolongement continue (prop 1.3) Sho := h
de hg & 8D = P, cette égalité se prolonge en f o h = g, ce qui donne le diagramme
commutatif suivant : g

Ve
P T> T
Donc P est bien projectif.

(ii) Soit K compact, D un espace dense dans K.
Muni de sa topologie discréte, D est...discret !



Alors f: D — K est continue (D est muni de la topologie discréte) et admet
t —
donc un prolongement continue Gf (prop 1.3) surjectif puisque 3f(d) = d pour
d € D implique Gf(t) =t pour t € K par densité. o
Par exemple tout espace séparable est 'image continue de SN.

Passons maintenant a le description d’un autre type d’espace :

1.5 Espace rétracte

Définition 1.10 (Rétracte)

Un espace topologique S est un rétracte d’un espace T' s’il existe une fonction
continuer : T — S et s : S — T homéomorphisme de S sur son image, tels que
ros=Idg.

Autrement dit espace S est homéomorphe & s(5) et il existe u : T — s(95) telle
que u(t) =t pour tout t € s(S) (prendre u = sor).

C’est la définition que I'on utilise en to- T
pologie algébrique. La figure suivante montre
cette situation T se rétracte sur s(5)
La notion d’espace rétracte donne une ca-
ractérisation des espaces projectifs : 7

Propriété 1.11
Soit P un espace compact. Alors P projectif <= P est le rétracte d’un espace libre.

Preuve.
< : Soient S et T deux compacts et deux applications f : S — T, g: P — T
continues, f surjective.
Puisque P est un rétracte de () espace libre, il existe un homéomorphisme s : P — (@)
et une application continue r : ) — P tels que ros = Idjg. Alors gor : Q — T
et puisque Q est projectif, il existe h telle que le diagramme suivant commute :

Vo
Q —gor T
Donc si on compose par s dans ce diagramme on obtient : g
hV lf
P T> T
Donc P est projectif.
= : P projectif donc est I'image continue par r de 8T, ou T est discret (cf prop
1.9 (ii)). Alors il existe s tel que le digramme suivant commute : BT



Donc 7o s = Idp et s est donc injective (s(t1) = s(ta) = ros(t;) =ros(ty) =
t1 = t3). Et puisque P est compact, s est un homéomorphisme de P sur son image.
Ainsi P est un rétracte de g7 o

1.6 Applications minimales

Avant d’aller plus loin on a besoin d’une définition supplémentaire :

Définition 1.12 (Application minimale)
Soient P et T compacts, f : P — T surjective, continue.
f est dite minimale si V F' fermé C P, f(F) C T

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.13

Tout compact T' est I'image continue d’'un espace projectif P par une application
minimale f.

De plus (P, f) est unique, au sens oti si (P', ') est telle que ' : P' — T est continue,
surjective et minimale alors il existe un homéomorphisme g qui fait commuter le
diagramme suivant : P!

7l

P——=T
f
La preuve nécessite un lemme :

Lemme 1.14 Si K est compact, f: K — K continue, f # Idg, alors :
dJFCK/FUfYF)=K.

Preuve.
Soit t € K, f(t) # t. K est séparé donc il existe deux ouverts disjoints U et V tels
quet €U et f(t) € V.
Puisque f est continue, quitte a restreindre U, on peut supposer que f(U) C V.
Prenons alors F' = K\U.
Alors:z¢ F=zelU= f(z)eV=fz)¢gU= f(z) e F=ze€ fH(F).
Donc FU f~Y(F)=K.no

Passons maintenant a la preuve du théoréme 1.13.

Preuve du théoréme 1.13.
Soit S un espace discret et fy continue tels que fy : 35S — T soit surjective [prop
1.9 (ii)].
Montrons l'existence d’un sous ensemble fermé P C (S := K tel que f(P) =T,
minimal.
Pour cela on applique le lemme de Zorn a I’ensemble de ces fermés en montrant qu’il
est inductif.

On considére un ensemble (non vide) A totalement ordonné de fermés F C K
tels que fo(F) = T. Soit G leur intersection. C’est un ferme de K et il suffit donc
de verifier que f(G) =1T.



Pour cela, considerons t € T. Pour chaque I’ € A, soit F’ 'ensemble des x € F
tels que fo(x) =t.
Par hypotheése, F” est non vide. Puisque A est totalement ordonné, toute intersection
finie d’éléments de A est un élément de A donc toute intersection finie d’ensembles
F’ est non vide.
Par ailleurs chaque F’ est fermé car [ est continue. Comme K est compact, cela
implique que l'intersection de tous les F’ est non vide. Ce qui signifie qu’il existe
x € G tel que fy(z) =t.

Donc il existe P minimal, fermé dans S donc compact.
Soit alors f = fop qui est minimale par construction de P.
Montrons alors que P est un rétracte de 55, ce qui montrera que P est projectif
[prop 1.11]:
Puisque P C (5, il suffit de montrer qu’il existe r : S — P continue telle que
T‘P = Id.
On sait que (S est projectif [prop 1.9 (i)], donc il existe r continue tel que le
diagramme suivant commute : P

_
0

Notons g = rjp. On a forp = fop donc fog=f.
Si g # Id alors en appliquant le lemme 1.14, on peut trouver F' fermé tel que
FCPet FUg (F)=P.
On a alors g(¢g~!(F)) C F donc en composant par f, f(¢g7'(F)) C f(F).
Or f(F)U f(g~H(F)) = f(P)=T.
Donc f(F) =T, impossible car F C P.
Donc P est projectif et 'unicité est alors évidente. o

On peut alors passer au théoréme central de cette premiére partie, dont la preuve
nécessite deux lemmes :

Théoréme 1.15 (Gleason)
Soit P compact. Alors :

P projectif < P stonéen

Lemme 1.16 Soit S et T compact, f: S — T surjective minimale. Alors :
UG S=flu)ST\f(S\U)

Preuve.
On raisonne par 'absurde : soit « dans f(U) tel que x ¢ T\ f(S\U).
Alors il existe V voisinage de z tel que VN [T\ f(S\U)] = 0, ce qui donne en passant
aux complémentaires que [T\V]U f(S\U) =T.
Puisque f est continue en z , il existe O que 'on peut supposer inclus dans U tel
que f(O) C V.
Il est alors évident que f(S\O) = T. En effet, si t € T" alors :

- Site f(S\U) alors t € f(S\O) car O C U.

— Sit e T\V alors il existe y dans S tel que t = f(y) et y n’est pas dans O car

sinon ¢ = f(y) appartiendrait a f(Q) C V.
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Donc f(S\O) =T, ce qui contredit la minimalité de f. o

Lemme 1.17 Soit S compact et T Stonéen.
St f:S — T est minimale, alors c’est un homéomorphisme.

Preuve.
Puisque S est compact, il suffit de montrer que f est injective.
Par I'absurde : Soient s; # sq tels que f(s1) = f(s2).
Soient alors U; et Us tels que s, € Uy, s € Uy et Uy NUy = .
Alors T\ f(S\U,) et T\ f(S\Uz) sont ouverts et disjoints.
Donc d’aprés la propriété 1.5, leurs fermetures sont disjointes.
D’aprés le lemme 1.16, f(s1) € T\ f(S\U1) et f(s2) € T\ f(S\Us) ce qui est absurde.o

On passe maintenant a la preuve du théoréme 1.15 :
Preuve du théoréme 1.15.

< : Soit P Stonéen. D’aprés le théoréme 1.13, P est I'image continue d’un espace
projectif Q par une application minimale.
D’aprés le lemme 1.17, ¢’est un homéomorphisme. P est donc homéomorphe a un
espace projectif. Il Pest donc lui-méme (vérification aisée).

= : Soit P projectif, et U ouvert dans P.
Posons :

S =P x{a,b}
T =[(P\U) x {a}]UU x {b}] (union disjointe)

On remarque que T est fermé dans S compact donc compact. Et si on considére
la premiére projection de S sur P, sa restriction & 7" est clairement surjective.
Puisque P est projectif il existe alors f qui fait commuter le diagramme suivant :

s
P T P

On a donc m o f = Id et donc si on pose f(s) = (fi(s), f2(s)), clairement
fi(s) = s.
Soit s € U alors (s, fa(s)) & [(P\U) x {a}] donc (s, fo(s)) € U x {b} et fo(s) = b.

Par continuité fy(s) = b pour s € U.
De méme si s € P\U, f2(s) = a.

On a alors : (s.) s P\
S,a) S1 8 €
f(s)—{ (s,b)sis €U

On remarque alors que U x {b} est ouvert dans T car son complémentaire (P\U) x
{a} est fermé.
Alors U = f~1(U x {b}) est ouvert dans P qui est donc Stonéen.o
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Chapitre 2

Espaces de Banach injectifs

Tous les espaces considérés seront des C-espaces vectoriels.
Dans ce chapitre, on définit et on caractérise les espaces de Banach injectifs.

2.1 Definitions et premiers exemples

Définition 2.1 (Propriété de \-extension)
On dit qu’un espace de Banach Z a la propriété de \-extension, si pour tout espaces
de Banach X etY, pour toute isométrie W : X — Y et pour toute application linéaire
bornée L : X — Z, il existe L : Y — Z tel que ||L|| < A||L|| et tel que le diagramme
suivant commute : Yy
.
L
X T> Z
C’est le cas particulier A = 1 qui va mener notre propos :
Définition 2.2 (Espaces injectifs)
Les espaces de Banach qui ont la propriété de 1-extension sont dits injectifs. Dans
ce cas on a ||L|| = ||L||
La caractérisation de tels espaces pour A > 1 est un probléme qui reste encore ouvert.

Donnons quand méme, avant d’écarter définitivement le cas A > 1, le résultat suivant
di & Sobezyk [1941] (pour plus de détails voir 7] page 106) :

¢y A la propriété de 2-extension séparable !

Donnons maintenant des exemples simples d’espaces de Banach injectifs :

1. Le théoréme de Hahn-Banach montre que C est un espace injectif :
Si X et Y sont des Banach, ¥ : X — Y une isométrie et si L : X — C est
une application linéaire bornée, alors on peut prolonger Lo ¥~!: ¥(X) — C
aL:Y — Ctelle que ||LoUY|| = ||L|| = ||L||. On a alors clairement LoW = L.

Yie qui a la propriété de M-extension mais pour des Banach séparables.
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2. On peut se demander alors si C" pour n entier ou méme C! pour un ensemble
I, sont injectifs ?
La réponse est oui pour n entier mais pour I quelconque, il faut introduire :
(% = {(a;)ies bornée ,a; € C} C C! qui, muni de la norme infinie, est un
espace de Banach.

C’est un espace injectif :

En effet soient X et Y Banach, ¥ : X — Y une isométrie et L : X — /{°

linéaire continue.

Pouriel, L;: X — C est évidemment linéaire continue (||L;|| <
v = fu(@)];

IL1])- N N N

Il existe donc L; : Y — Z telle que L; oW = L; et ||L;|| = || Li]|-

X . Z
On peut alors définir LY — r

N y = (Ez(y))zel
On a clairement LoV = L et :

IL]| = sup [[(Li(y))ierlloc = sup sup [Li(y)| = sup sup |L;(y)| = sup |[L;|| = sup || Ls[| < [[L]]
lyll<1 lyl|<1 el i€l |ly|<1 iel iel

Donc ||L|| = ||L|| et la propriété est démontrée.

3. L’espace (5° étant de la forme L>(Q, ) ou Q2 = I et u la mesure de comptage,
on peut se demander si un espace de la forme L>(2, u) est injectif 7 La réponse
est oui si LY(Q, p)* = Loo(2, 1) et sera développée en annexe.

4. Enfin, plus généralement, le cas précédent étant celui d’'une C*-algébre commu-
tative unitale, donc un espace de la forme C'(K) ou K est compact (théoréme
de Gelfand), on peut se demander : & quelle condition C(K) est injectif ?
On donne ici une réponse partielle, qui sera complétée par le théoréme 2.5 :

Théoréme 2.3 (Philips)
Soit T' un espace topologique discret, alors C(8T') est injectif.

Preuve.
Puisque T est discret, T" est clairement normal, donc application ®: C,(T) —  C(8T)
f—= Bf
est une isométrie linéaire (cf Théoréme 1.2), et puisque T est discret Cy(T') = (3
qui, d’aprés 'exemple 2 donné en 2.1 est injectif.
D’aprés la propriété 2.4 (ii), C(ST) est injectif.o

Avant de poursuivre plus loin nous allons donner quelques résultats utiles pour
la suite de notre propos :

Propriété 2.4
(i) Tout espace de Banach s’injecte isométriquement dans un espace de Banach
injectif.
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(ii) Si X est injectif et si ® : X — Y est un isomorphisme tel que ||®]].||®7!|| =1
alors Y est injectif. Donc un espace isométrique a un espace injectif est injectif.

(iii) Si X est injectif et si p est une projection telle que ||p|| = 1 (qui est équivalent
a dire que p est contractante), alors Y = p(X) est injectif.

Preuve.
(i) Soit X espace de Banach et K = (X*); la boule unité du dual de X muni de la
topologie préfaible .
Soit j : X — C(K) définie par j(2)(¢) = ¢(z) pour j € Z et ¢ € K, ou C(K) est
muni de ||| co-
C’est une isométrie linéaire : ||j(2)]lc = sup |l@(2)|| = ||z]| (ce dernier fait étant
pe(X* )1
bien connu).
Puisque K est compact, C(K) C ¢ qui est un espace injectif comme nous l’avons

vu précédemment, ce qui répond a la question.

(ii) Soit Z et Z' deux espaces de Banach et ¢ : Z — Z' une isométrie, L : Z — Y
un opérateur borné.

Ona®'tolL:Z — X et X est injectif donc il existe @1 o L tel que [|[P~Lo L| =

|[®~1 o L] et tel diagramme suivant commute : 7
v _
/ \LtbloL
¢~ loL
On pose alors L=2a od~lolL.
Il est alors évident que || L|| = ||L|| et le diagramme suivant commute : 7
.
L
Z T> Y

(iii) Soit p : X — X une projection, et soit Z et Z' deux espaces de Banach et
W Z — Z' une isométrie, L : Z — p(X) un opérateur borné.
Puisque p(X) C X il existe L de méme norme que L qui fait commuter le diagramme
suivant : 7!

.
L
Z T‘ X
En composant par p dans ce diagramme, et puisque p o L. = L on obtient le
diagramme commutatif : A

v J/ _
poL
Z —p(X)
Donc p o L répond au probléme posé car, puisque ||p|| =1, ||[po L|| < ||L]|. o
On peut maintenant répondre & la question 4 laissée en suspend dans le para-

graphe 2.1 :

Théoréme 2.5
Soit T un espace topologique Stonéen. Alors C(T') est injectif.
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Preuve.
On rappel que d’aprés la proposition 1.11 et le théoréme 1.15, on a :

T stonéen <= T est le rétracte d’un espace libre

Donc il existe S un espace discret, r : 35S — T continue, s : T'— (35S homéomor-
phisme de 7" sur son image, tels que r o s = Idy.
Soient alors les applications linéaires Li: C(T) — C(BS) et Lo C(BS) — C(T)
f—= for g — gos
On note de suite que ||Ly]| < 1 et || Lo < 1.
On a de plus :
— L, est une isométrie car :
SiteT, (1) = (f or)(s(t) = Li(f)(s(t)) done [|flloo < 1Z1(F)]lne
L’inégalité inverse est évidente.
— L, est surjective comme le montre 1'égalité f = foros= Ly(for).
— p= L, oL, est une projection de norme 1 de C(3S5) sur Im(Ly) :
Ly o Ly = Idery done p* = pet ||Lyo Ly|| <1
Puisque C(5) est injectif (théoréme 2.3), alors d’aprés la propriété 2.4 (iii), p(C(5S)) =
Ly o Ly(C(BS)) = L1(C(T)) est injectif, puis par la propriété 2.4 (ii), puisque
| Li|l.|[L7Y] = 1, C(T) est injectif. o

On peut maintenant se demander si la réciproque du théoréme 2.5 est vraie.

La réponse est affirmative mais va demander plus de travail. Elle sera donnée au
paragraphe 2.5 (théoréme de Nachbin-Goodner-Kelley).
Passons tout d’abord & une notion équivalente a la propriété de A-extension.

2.2 Propriété de A-projection

Définition 2.6 (Propriété de\-projection)
On dit qu’un espace de Banach X posséde la propriété de \-projection (A > 1)
si pour tout espace de Banach Y et pour tout isométrie ¥V : X — Y, il existe une
projection p de Y sur W(X) telle que ||p|| < A.

Nous avons alors le théoréme (important) :

Théoréme 2.7 Soit X un espace de Banach.

X est injectif <= X a la propriété de 1-projection.

Preuve.
= : Soit ¥ : X — Y une isométrie. On note i : X — X l'identité. Puisque X est
injectif il existe ¢ telle que |[7]| = [|i|| = 1 et que le diagramme commute : Yy
7k
(2

On voit facilement que Wo7 est une projection de X sur U(X) et que [|[Uoi| < 1.
Donc X a la propriété de 1-projection.
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< : Soit j : X — (3 comme dans la propriété 2.4 (i).
Soit U:Y — Zet L:Y — X un opérateur borné, ot Y et Z sont des Banach.
Puisque X a la propriété de 1-projection et que j est une isométrie, il existe une
projection p de £ sur j(X), de norme 1.
D’aprés la propriété 2.4(iii), p(¢®) = j(X) est injectif, puis d’aprés la propriété
2.4(ii), X est injectif o

Avant de continuer notre caractérisation des espaces injectifs, nous avons besoin
de nous arréter sur la notion d’extensions essentielles et d’extension rigides.

2.3 Extensions essentielles et rigides

Définition 2.8
Soit X et Y deux espaces de Banach, L : X — Y une isométrie.
On dit que (Y, L) est :
— Une extension essentielle de X, si pour tout Z espace de Banach, toute
application linéaire A:Y — Z ou ||A|| <1, 0n a:
Ao L est une isométrie = A est une isométrie.
— Une extension rigide de X, si pour tout Z espace de Banach, toute applica-
tion linéaire A:Y — Y ou ||A|| <1, 0n a:
A#Ildy = AoL# L

Le but de la section suivante sera de construire une extension (Y, L) essentielle
de X, telle que Y soit injectif.
Avant nous allons donner une propriété :

Propriété 2.9 Soit une isométrie L : X — Y, ot X etY sont deuxr Banach. On a
limplication suivante :

(Y, L) extension essentielle de X = (Y, L) rigide

Preuve.
On raisonne par l’absurde : supposons que (Y, L) est essentielle et non rigide.
Alors il existe A: Y — Y, [|A|| <1, tel que A # Idy et Ao L = L.
Soit alors y tel que Ay # y. On note u = y — Ay et M =Vect(u). Soit Z = 17 et
m:Y — Z la projection de Y sur Z.
Puisque M est fermé, on rappelle que Z, muni de la norme :

I (W)l = mf{[ly + ml[,m € M}

est un espace de Banach. Alors :

(i) 7 n’est pas une isométrie : sinon on aurait Vm € M ||x(m)| = |m| =0 =
|7 (0)||, ce qui est impossible puisque u # 0.

(ii) m o L est une isométrie.

Sinon il existerait x # 0 tel que |7 o L(z)|| # ||z||. On peut supposer ||z|| = 1, donc
|70 L(x)]| # 1.

Or ||L(z) + 0|l = ||z|| = 1 donc on a méme ||7(L(z))|| < 1.

Donc il existe § € C* tel que ||L(z)+du|| < 1. Or lapplication f : ¢t — ||t +dul| —||¢]|
est continue et puisque f(L(z)) < 0, pour z assez proche de L(x), ||z + du|| < ||z]|-
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Soit alors € > 0, on a |||z — eul| > ||z|| | (1).
En effet :

9 9 9 £ 9 9
— = — —_— > — _— — —_— =
le—eull = N(1+3)z=2z+8u)l 2 (1 D)llzl = Sllz-+6ull > (1422l - Szl = =]

Or A(Lx +ey) = L(z) + cA(y) = (L(x) + ey) — eu (car Ao L = L).
Pour ¢ assez petit, L(x) + ey est assez proche de L(x), et on peut appliquer (1) ce
qui donne :
|A(Lz + ey)|| > || L(z) + eyl|.
Or ||A]| €1 : contradiction. o

2.4 Extensions bornées

On sait que pour deux Banach X et Y, tels que X C Y, on a pour z € X,
Jall = sup{IA(x)], A € (¥°);}.
Donc si F' est une partie de (Y*)q, on a ||z|| > sup{|A(z)|, A € F'}. Ceci méne aux
définitions suivantes :

Définition 2.10 (X-frontiére)
Soient X et Y deux espaces de Banach, tels que X CY.
On dit qu’une partie F' de (Y*); est une X-frontiére si pour tout x € X,

l]l = sup{[A(x)], A € F}

Autrement dit, la partie F' suffit & "décrire" la norme sur le sous espace X.

Définition 2.11 (Extension bornée)
On dit que Y est une extension bornée de X si pour toute X -frontiére F', on a pour
tout y €Y,

lyll = sup{|A(y)|, A € F}

Dans la suite de ce paragraphe, X et Y désignent deux espaces de Banach tels
que X C Y. On peut donner de suite une caractérisation des extensions bornées en
terme de semi-normes :

Propriété 2.12
Y est une extension bornée de X si et seulement si toute semi-norme p sur Y véri-
fiant :

Vo € X, p(x) = ||z
(%) { Yy €Y, p(y) < |yl

est égale a la norme ||| surY.

Preuve.

< : Soit X une X —frontiére.
On pose p(y) = sup{|Ay|,A € F'}.
Alors p est clairement une semi-norme qui vérifie (x).
Donc p = ||.|| et |Y est bornée].
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= : Soit F' une extension bornée et p vérifiant (x).
Posons F = {A € (Y*);/Vy € Y, |Ay| < p(y)}.
C’est une X —frontiére :

On sait que pour tout z € X, sup{|Az|,A € (Y*);} < ||z, il suffit donc de
montrer que ce sup est atteint.

On sait qu'il existe A € (X*); telle que |Az| = ||z]|.

Puisque Vx € X, |Az| < ||z|| = p(x), on peut prolonger, d’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, A en une forme linéaire A sur Y* qui vérifie Vy € Y, ]Ky| <
p(y) < [lyll- N

Donc A € (Y*); et A appartient bien a F.

Donc le sup est atteint et I’ est une X —frontiére.

Par suite puisque Y est bornée, |p(y) = ||y||,Yy € Y |o

Corollaire 2.13
Y est une extension bornée de X < (Y,i) est une extension essentielle de X (ot i
est 'injection naturelle).

Preuve.

= : Soit Y une extension bornée de X, Z un Banach, L:Y — Z avec ||[L|| <1
telle que L o2 = L|x soit une isométrie.
Soit p la semi-norme sur Y définie par p(y) = || Ly||.
Il est alors évident que p vérifie la condition (%) de la propriété 2.12, donc
p=|.|| et |L est une isométrie|.

<: Soit (Y, 1) une extension essentielle et p vérifiant (x).
On va montrer que p = ||.||-
Soit M =kerp = {y € Y/p(y) = 0}.
p induit une norme p sur i définie par p(7(y)) = inf{p(y + 2),z € M}.
Eneffet siy € Y,2 € M, ona p(y +2) > [p(y) — p(2)| = p(y)-

Donce p(y) = p(n(y)) = p(y) et | p(w(y)) = p(y) |
On considére alors 7 comme une application linéaire a valeur dans le complété

Y ~ 5
de % muni de la norme induite par p. Puisque p(y) < ||y||, Vy € Y, 7 est donc

une contraction.
De plus 7 0@ = mx est une isométrie car si x € X, p(n(x)) = p(x) = |||

Puisque Y est essentielle, m est alors une isométrie, soit | p(y) = ||ly||,Vy € Y
O

Dans la propriété 2.4(i), on a vu que tout espace de Banach X admettait une
extension Y injective . Le théoréme suivant montre que Y peut étre choisi de plus
comme une extension bornée :

Théoréme 2.14
Soient X et Y espaces de Banach tels que X C Y, ot Y est injectif.
Alors il existe Z injectif tel que X C Z C Y et Z est une extension bornée de X.

18



Preuve.
Soit F = {p semi-normes vérifiant (x)}.
Alors F est partiellement ordonné par p < ¢ si p(y) < q(y), Yy € Y.
On va montrer que F admet un élément minimal : Soit (p;);c; une famille totalement
ordonnée de semi-norme de F.
SiyeY, {pi(y),i € I} est un ensemble non vide minorée de R. Soit p(y) sa borne
inférieure.
Il suffit de montrer que p est une semi-norme. Seule 'inégalité triangulaire pose
probléme :
Soient x1,x9 dans X et € > 0. Il existe py, po dans la famille totalement ordonnée
telle que :
pi(z1) < €+ p(x1) et pa(z2) < €+ p(a2).
A cause de l'ordre totale, on a par exemple p; < ps et alors en posant m = p; on a
une semi-norme m dans la famille verifiant a la fois m < p; et m < p,. Alors

p(x1 +x2) < m(zy + x2) < m(xy) +m(xz) < pr(w1) + pa(22)

donc :p(x1 4+ x2) < p(x1) + p(x2) + 2€.
Ceci est vrai pour tout € > 0, donc p(x; + x2) < p(x1) + p(z2).
Il est aussi évident que p € F.

Donc par le lemme de Zorn, ’.7-" admet un plus petit élément pg ‘

Puisqu’on a vu dans dans le corollaire 2.13 que si py vérifie (x) alors la restriction a
X de m:Y — Z est une isométrie (ot Z désigne la complétion de % munie de la
norme induite par py).

Alors puisque 7T‘;(1 :m(X) — X C Y, et puisque Y est injectif, il existe WF)(} de norme
égale a 1 et qui fait commuter le diagramme : 7

—_—

On pose alors L = Wl’Xl om. L vérifie :

-SizeX, Le=x

- SiyeY, || Lyl < [In¢[l-po(n(y)) = po(y)-

On définit alors la semi-norme p; par pi(y) = || Ly||.
D’apres ce qui précéde, p; < pp et par minimalité, p; = pg.

1 e .
Soit al défini =i =N L),
oit alors py définie par po(y) im sup Hn ; @)l

p2 est une semi-norme( la limite sup de la somme est inférieure a la somme des
limites sup) et si x € X, pour tout i, L'(z) = z, donc py(z) = .

De plus si y € Y, par récurrence, ||L(y)|| < po(L1) < ILY(y)|| < ||lyll, donc
p2(y) < llyll-

Donc p; € F et puisque py < po, .

i 1 n
Or ps(y — Ly) = limsup | ~(L(y) — L ()| =o0.

<2y
Done po(y — Ly) = 0= pi(y — Ly) = || Ly — L.
On en déduit que L = L?, donc L est une projection contractante et | X C L(Y) := Z|.
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Alors d’apreés le théoréme 2.4(iii), | Z est injectif ‘

Il nous reste a montrer que Z est une extension bornée de X.

vz € X, p(x) = ||z

Vz e Z,p(z) < |2

Alors clairement po L € F et pour tout y € Y, p(Ly) < ||Ly|| = p1(y) = po(y) et
donc p o L = py par minimalité.

Donc si z = Ly € Z, 2|l = | Lyll = p1(y) = poly) = po L(y) = p(z). CQFD

Donc ’Z est bornée‘ o

Soit alors une semi-norme p de Z vérifiant :

2.5 Théoréme de Nachbin-Goodner-Kelley

On a besoin de deux lemmes avant de démontrer le théoréme, réciproque du
théoréme 2.5.

Lemme 2.15 57 X C Y sont deux Banach, il existe une X —frontiére w-+ fermée,
minimale

Preuve.
On applique le lemme de Zorn :
L’ensemble des X —frontiéres w-x fermées est ordonnée et non vide (il contient bien
évidemment (Y*)q).
Soit F une famille bien ordonnée de cet ensemble et soit G I'intersection de tous les
éléments de F.
G est w-x fermé et il reste a démontrer que c’est une X —frontiére, soit que pour
tout z € X, ||z|| = sup{|A(x)|, A € G}.
Puisque G est une intersection de X —frontiéres, si A € G, |A(z)| < ||z]|-
Montrons alors que Ve > 0,3A € G/||z|| — e < |A(x)].
Posons pour tout F' € F, Qp = {A € F/||z|| — e < |A(x)|}
Par hypothése chaque Q2 est non vide, et puisque G est bien ordonnée, toute inter-
section finie de Qp, F' € F est non vide.
Or Qp est clairement w-x fermé, et puisque (Y*); est w-x compact, ﬂ £ (), ce qui

FeF
achéve la preuve. o

Avant d’énoncer le second lemme, notons le fait suivant :
Si T est un espace topologique et I C T', F' peut se voir comme une partie de C'(T")*,
qui est 'ensemble des mesures de Radon sur 7', grace a 'injection j: F©° — C(T)*
t — (St
Alors :
F est une X —frontiere < Vf e X, |f||=sup{|[ f&l] te F}
& Vie X, |fl=sw{lf®).te F}:=|flr
& Ve X fl=Ifllr

Donc F n’est pas une X —frontiére ssi il existe f € X, || f||r < |||
Dans toute la suite on considére que 7" et X vérifient la condition (C) si :

(C) : T un compact et X un sous-espace fermé de C(T), tel que pour tout
F fermé et ' C T, F n’est pas une X —frontiére.
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Lemme 2.16 Soit T vérifiant (C) et f € C(T), et 0 < d < || f||.
Alors 3g € X/ |lg+ fIl <llgll —d

Preuve.
Elle est non triviale et technique. Je renvoie le lecteur intéressé a [1] page 91.

Théoréme 2.17 Soit T et X wvérifiant (C).
Alors (C(T),1) est une extension essentielle de X

Preuve.
D’aprés le corollaire 2.13, il suffit de démontrer que (C(7),7) est une extension
bornée de X.
Soit alors p une semi-norme telle que p < ||.|| et p(x) = ||z|| pour z € X.
Si feC(T),etsige X alors,

1f+all = p(f +9) = p(f) = plg) = llgll — p(f)

Alors d’apres le lemme précédent, p(f) > || f|| soit |p= .||} o

On est maintenant prés a énoncer le :

Théoréme 2.18 (Nachbin-Goodner-Kelley)
Soit X injectif. Alors X est isométrique a un C(T') ou T est un compact stonéen.

Soit 7" C (X*); une X —frontiére (relative & X lui-méme) w-* fermée, minimale
(lemme 2.15). T est donc compact et pour x € X, ||z|| = sup{|z*(x)|,z* € T}.
Soit : L: X — C(T)

r +— Lx):T — C

C’est clairement une isométrie.
Puisque T" est minimale et compact, T et L(X) vérifient la condition (C).
Donc (C(T),1) est une extension essentielle de L(X).
Il est alors aisée de voir (une simple reprise de la définition), que (C(T'), L) est une
extension essentielle de X.
Or puisque X est injectif et posséde la propriété de 1-projection, il existe une pro-
jection contractante p de C'(T") sur L(X).
Alors puisque Uextension (C(T), L) est essentielle donc rigide,

poL=L= p=Idcr)

Donc L est surjective et | X est isométrique a C(T) |.

Ceci montre au passage que C(T) est injectif.

Reste & montrer que T est stonéen :
D’aprés les théoréemes 1.13 et 1.15, T est 'image continue d’'un espace stonéen {2
par une application h : £ — T minimale.
Soit alors 'opérateur A: C(T) — C(Q) .
f — foh
Puisque h est surjective, c’est une isométrie.
De plus Q et X = A(C(T')) C C(Q2) vérifient la condition (C) , car :
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Si F' est fermé tel que F' C Q alors h(F) C T (car h est minimale).
Donc h(F') n’est pas une C(T')-frontiére. Donc il existe f € C(T') telle que

IFII> sup{[f(£)], ¢ € h(F)}

Or ||A(f)] = |If]l, donc en posant g = A(f), on obtient qu'il existe g € A(C(T))
telle que ||g|| > sup{|g(z)|,z € F'} , donc F n’est pas une A(C(T))-frontiére.

On peut donc appliquer le théoréme 2.17 : (C'(Q2),7) est une extension essentielle
de A(C(T)) donc (C(€2), A) est une extension essentielle de C(7).
On faisant le méme raisonnement que pour X, puisque C(T') est injectif, A est sur-
jectif.

Alors h est injective :
Sia,b € Q sont tels que h(a) = h(b), alors en composant par f, on obtient :
Vf e C(T), A(f)(a) = A(f)(b), et donc Vg € C(R), g(a) = g(b).

Le lemme d’Urysohn implique alors que .

h est donc une bijection continue sur un espace compact : c¢’est un homéomor-
phisme et ’T est stonéen \ o

Notons que ce théoréme n’est pas en contradiction avec les exemples donnés dans
la partie 2.1.
En effet le théoréme de Gelfand, une C*-algébre A est de la forme C(Sp(A)) oi
Sp(A) est I'ensemble compact (pour la topologie w-%) des homomorphismes non
nuls de A dans C.
Par exemple Sp(C) = {Id} qui est bien stonéen.
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Chapitre 3

Espaces d’opérateurs injectifs

Avant de rentrer dans le vif du sujet, rappelons quelques définitions supposées
connues :

— Un espace d’opérateurs X est un sous-espace vectoriel fermé d’'une C*-
algebre (que 'on peut supposer unitale).

— Un systéme d’opérateurs est un espace d’opérateur qui contient l'unité et
auto-adjoint.

— Si X est un espace d’opérateurs , A une C*-algeébre , u : X — A un opérateur
borné, alors pour tout n € N, application w,: M,(X) — M,(A) définit

[5] > [u(zy)]
une application linéaire bornée et ||u,|| est croissante.
Si sup{||u,||} < oo alors on dit que u est complétement bornée et on note
n

[tnller = sup{|lunl}
n

— On dit que u est complétement contractante si |ulls < 1 et compléte-
ment isométrique si chaque u,, est une isométrie.

— Si S est un systéme ou une C*-algeébre , A une C*-algébre alors v : S — A est
positive si u(z*x) > 0 pour tout z € S.
u est dite complétement positive si chaque u,, est positive.

Nous emploierons sans démonstrations des propriétés de base liés a ces notions.
Pour plus de détail on pourra se reporter a [2] et [8].

3.1 Premiéres définitions et propriétés

Définition 3.1 (Injectivité)
Un espace d’opérateurs (a fortiori une C*-algébre ) Z, est dit injectif, si pour tout
espaces d’opérateurs X et Y, pour toute isométrie compléte ¥ : X — Y et pour
toute application linéaire complétement bornée u : X — Z, il existe u : Y — Z tel
que ||t)|a = ||ul|e et tel que le diagramme suivant commute : %

.

XT>Z

Pour alléger les notations, on confondra a partir de maintenant X et W(X) pour
toute isométrie compléte W, et ainsi les espaces d’opérateurs X et Y de la définition
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seront pris avec X C Y.

Comme présenté en introduction, notons que cette notion d’injectivité est celle
d’injectivité dans la catégorie des espaces d’opérateurs, ou les morphismes sont
les applications complétement contractantes.

Nous pouvons aussi considérer la catégorie o des systémes d’opérateurs ot les
morphismes sont les applications linéaires complétement positives (la compo-
sée de deux applications linéaires complétement positives est complétement positive

).

Nous allons voir que pour un systéme d’opérateurs, I'injectivité dans ces deux
catégories sont équivalentes.

Avant citons un résultat trés important :

Théoréme 3.2 (d’extension de Wittstock)
Pour tout Hilbert H, B(H) est injectif.

Ce résultat, admis, est extrémement fort car il donne une classe trés large de
C*-algébre injectives, et montre que tout espace d’opérateurs peut étre vue comme
un sous-espace d'une C*-algébre injective.

On en trouvera une preuve dans [2] ou [8].

La propriété suivante donne alors une caractérisation de I'injectivité d’un systéme

d’opérateurs .

Propriété 3.3 Soit S C B(H) un systéme d’opérateurs. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) S est injectif

(i1) S est injectif dans la catégorie o

(111) 1l existe une projection complétement positive ¢ : B(H) — S

(iv) Il existe une projection complétement contractante ¢ : B(H) — S

Preuve.
Nous allons montrer que (i) = (iii) = (i) = (iv) = (i).

(1) = (¢i7) : L’application identité Id : S — S est complétement bornée , donc
il existe un prolongement Id : B(H) — S telle que ||Id||s = 1.

Cette application est une projection et puisque 1 € S, Id(1) = 1 donc Id est
complétement positive (cf propriété 1.15 [8]).

(731) = (i7) : Soient X CY C B(K) deux systémes d’opérateurs et ¢ : X — S
complétement positive.
Alors d’apres le théoréme d’Arverson (théoréme 4.10 de [8]), il existe
U : B(K) — B(H) complétement positive qui prolonge .
On pose alors 1; = ¢ o U}y qui est le prolongement complétement positif de ¢
a Y recherché.

(i1) = (i) : La preuve est similaire a (i) = (¢ii) en notant le fait que (com-
plétement positive ) = (complétement bornée ) et ||u|s, = ||u(1)]| pour une
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application v d’un systéme d’opérateurs a valeur dans une C*-algébre .

(iv) = (i) : On procéde exactement comme dans (i7i) = (i7) en se servant cette
fois du fait que B(H) est injectif o

Notons que la caractérisation (iv) subsiste pour un espace d’opérateurs
Donnons maintenant quelques exemples d’espaces d’opérateurs injectifs :

— Toute C*-algébre A de dimension finie est injective :
Il est bien connu (voir par exemple [9], théoréme 11.2) qu’une telle C*-algébre

N
est de la forme EB M, ot M,, ~ B({2 ) est injectif.

k=1
Il suffit donc de montrer qu’une telle somme directe A de C*-algébre injective
N
A= @Ak est injective.
k=1
La norme sur A est donnée par ||(a1, az, ...,ay)|| = max ||ax|| (%).
Soit alors X C Y deux espace d’opérateurs et v : X — A complétement
bornée.
Notons pour k €< 1, N >, u : X — Ay, la k—iéme composante de u.
N
On a:|||ul|s = max ||uk||eo |- En effet on a pour tout n, M, (A) = @Mn(Ak),
k=1
ainsi la formule () est valable pour tout a; € M, (Ag).
Donc pour z € M, (X), ||un(x)| = max ||(ug)n ()], donc en passant a la borne

supérieure sur n dans cette égalité et en permutant les symboles sup et max
on obtient que :

sup [[un ()] = maxcsup || (ug)n ()] < max [fuy e ]
n n

Donc ||u||e < maxy [|ug]|s et on a Pégalité.

Puisque Ay est injectif et que ||ugl|e < ||ul|eo, il existe uy 1 Y — Ay qui étend
uy et telle que ||ug||eo = ||wkl|co-

On pose alors u = (uy, Uz, ..., uy) qui étend u et telle que

[uller = max [fug|lep = max[|uglp = [Julles
Ainsi A est injectif.

— Soit A une C*-algébre commutative. A quelle condition est-elle in-
jective 7.
A~ C(K) ou K est compact ou bien A ~ Cy(L) ou L est localement compact.
Or ([8] propriété 2.12), si X est un espace d’opérateurs , et v : X — A une
application linéaire : u complétement bornée < u bornée.
Donc :

A injectif en tant qu’espace d’opérateur < A injectif en tant qu’espace de Banach

< |A~C(C(K) ot K est compact stonéen
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Cependant, notons qu’il n’existe pas de caractérisation des C*-algébre injec-
tives en général.
Donnons un dernier exemple utile pour la suite :

— Soit A C B(H) une C*-algébre injective et p, ¢ deux projections de A.
Alors pAq est un espace d’opérateurs injectif :
On sait (propriété 3.3), qu’il existe une projection contractante ¢ : B(H) — A
complétement bornée . Alors p¢qg est une projection sur pAq et
Ipodlles < |Ipll-l|dlle-llgll = l|élle < 1, ce qui implique que pAg est injectif
(propriété 3.3).

On va montrer en fait que tout espace d’opérateurs injectif est (dans

un sens a préciser) de cette forme.

3.2 Théoréme de Choi-Effros

Avant d’aller plus loin, donnons un résultat qui montre que tout systéme d’opé-
rateur injectif peut étre muni d’une loi multiplicative qui en "fait" une C*-algébre

Théoréme 3.4 (Choi-Effros)

Soit S C B(H) un espace d’opérateurs injectif et ¢ : B(H) — S une projection
contractante complétement positive . Alors la loi x définie sur S par a b = ¢(a.b)
est une multiplication sur S, qui fait de S (munie de la méme involution , et de la
méme norme) une C*-algébre que I'on note (.S, *).

De plus Id : S — (S, %) est un isomorphisme complétement isométrique.

Commencons la preuve par deux lemmes :

Lemme 3.5 Soit A une C*-algebre unitale et a,b € A. Alors :

1 a
> *a <
[a* b] >0 aa<b
Preuve.

On peut supposer que A C B(H), ce qui ne modifie pas la preuve.

sicy e tona da) = (| L 4] 7] 7)) = el + 2met(apd) + v

On voit de suite qu’il est nécessaire d’avoir b > 0 (en prenant x = 0).

Montrons que 'on a |A(z,y) > 0 < Vo, y € H, [{ay, z)| < ||z||/ (by, y)
En effet la condition est suffisante car dans ce cas

Az, y) > [|zl* = 2|zl by, y) + by, y) = (2]l = by, »))* = 0

La condition est nécessaire car si il existe z,y tels que [(ay, z)| > ||z||\/(by, y), alors
quitte a diviser par ||z|| et \/(by, y), on peut supposer ||z|| = /(by,y) = 1 et quitte
a changer x en —z, on a (ay,x) < —1 (et on peut supposer que cette quantité est

dans R en changeant x en e’ pour ¢ convenable).
Alors A(z,y) =2+ 2Re({ay,x)) <2—-2=0.
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On a donc :

A(z,y) > 0,Yz,y € H <= Vz,y € H|(ay, z) |* < ||z[]* (by, y)

= Va,y € H,|z| =1,]{ay,z) > < (by, y)
> Yy e H,sup{|(ay,z) |, ||lz]| = 1} < (by,y)
= Vye H,lay|® < (by,y)

< Vy e H, (a"ay,y) < (by,y)

a*a <b o

!

Lemme 3.6 (Inégalité de Schwartz) Soit v : A — B(H) ou A est une C*-
algebre unitale.
Si u est complétement positive et unitale alors :

Va € A u(a)*u(a) < u(a*a)
Preuve.

oI -2 2l zvesmen(l 2])- i

Le lemme 3.5 donne alors le résultat escompté.

Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoréme de Choi-
Effros :

- La distributivité de % est clair et 1 xa = ax1 = a. On a aussi facilement
(a % b)* = b* * a*, puisque ¢ est auto-adjointe (fait que I’on utilisera sans plus de
commentaire).
Le point le plus difficile est 'associativité soit a x (b x ¢) = (a * b) x ¢, ou encore
o(a.o(bc)) = ¢(p(ab).c). Pour ce faire on a va montrer que :

Ve € B(H),a €S, ¢(¢(x).a) = ¢p(x.a) et ¢p(a.¢(z)) = ¢(a.x)

Appliquons pour cela I'inégalité de Schwartz a 'application complétement positive
U= ¢ ety = C(L) ﬂ (en notant au passage que ¢(x)* = ¢(z*) car u est auto-
adjointe et que ¢(a) = a) :
{(b(aa*) ¢(aﬂf)} S V(a)cb(a*) cb(a)cb(x)] _ { aa” ad(x) ]
p(zra*) ¢lzz)] = [p(z")p(a”) ¢(z")d(x) p(z")a” P(z")d(x)

On applique encore ¢, a cette inégalité pour obtenir :

[ 0 Blax) — dlag(x) ]>0
Blar)* — (ad(x))” oa"x) - B(olx) 6(x))] =

Or ceci est équivalent a

1
Yg(ax)" = dlag(x))") L

En appliquant le lemme 3.5, on a donc

(¢(ax) — ¢ag(x))

=0 [ Sax) - ¢<¢<x>*¢<x>>>} =0

Ve >0, glz(qb(aw) — ¢(ad(2)))(d(az)" — ¢(ad(2))") < é(fb(w*l’) — ¢(¢(x)"0(2)))
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En faisant tendre € vers 0 et en passant a la norme, on obtient :

Va € S,z € B(H), ¢(ax) — ¢p(ap(x)) =0

Puisque S est un systéme, on obtient aussi :

Va € S,z € B(H),¢(za) — ¢p(p(x)a) =0

On a alors

o(a.o(be)) = ¢(abe) = p(¢(ab).c)

, ce qui démontre I’associativité.

- Vérifions maintenant la norme sur S est une norme de C*-algébre sur (S, ).
Il est déja clair que [lax bl = [|g(ab)|| < ||| [lal[|[b]
gy
On a de plus égalité lorsque b = a* :
L’inégalité de Schwartz donne ¢(a*a) > ¢(a)*¢(a) = a*a et donc puisque ¢(a*a) et
a*a sont positif, [|[¢(a*a)| > ||a*al| = ||al|?, ce qui achéve de montrer que (S, ) est
une C*-algébre .

- Enfin, Id : S — (S, *) est clairement une isométrie. Démontrons alors qu’elle
est complétement isométrique.
Pour tout n € N, Id,, : M,(S) — (M,(S,*)) ou la loi est & préciser : Si [a; ;] et [b; ]
sont deux éléments de (M,,(S, %)), alors on a, en notant [a; ;] *, [b; ;] leur produit :

n n

(i g 5 (D3] = D ik x brgl = D lainbe)] = (60 ainbe;)] = bnllais)[bis])

k=1 k=1

ott ¢, : My (B(H)) = B(2(H)) — M,(S).

Il est immédiat que ¢, est une projection contractante complétement positive,
on peut appliquer le point précédent : (M, (S),o,) est une C*-algébre ou la loi o,
est définie par [CLZ'J'] Op, [bz,]] = ¢n([ai,j][bi7j]) = [ai,j] *n [bz,]]
Donc les lois o, et %, sont égales et M, (S, %) = (M,(5),0,).
Or on sait que M, (S,*) peut étre muni d’une norme qui en fait une C*-algébre (
c’est la norme induite par B(¢(2(H))), et on sait que cette norme est unique (cf[8] p
12).
Cette norme coincide donc avec celle sur (M, (S), o,), donc celle sur M, (.S) puisque
c’est la méme par construction. Ainsi ¢,, est une isométrie o

Ce théoréme montre donc que tout systéme d’opérateurs injectif est
complétement isométrique a une C*-algébre injective.
On peut se demander si le résultat subsiste pour les espaces d’opérateurs injectifs ?

La réponse est non : On trouvera un contre-exemple dans [3]|, théoréme 4.3.

Nous allons maintenant parler de la notion d’enveloppe injective.
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3.3 Enveloppes injectives

Définition 3.7
Soit F' un espace d’opérateurs . On dit que (F, L) est une enveloppe injective de F
Si:
— F est injectif
— L : F — FE est complétement isométrique
— FE est minimal pour cette propriété :
Si E; est injectif et L(F) C By C E, alors £} = E.

Comme d’habitude, on regardera F' comme un sous espace de E et L sera l'in-
jection naturelle.
Pour prouver l'existence de ’enveloppe injective on pourrait étre tenté d’utiliser le
lemme de Zorn, mais il n’est pas clair qu’une intersection décroissante d’espaces in-
jectifs est encore injective.
Il faut donc introduire de nouveaux outils :

Définition 3.8

Soit ¢ : B(H) — B(H), une application linéaire et F' C B(H).

On dit que ¢ est une F-application si ¢ est complétement contractante et si

@ip = Idp (donc F' C p(B(H))).

Si ¢ est de plus une projection, on dit que ¢ est une F-projection.

Etant donné une F-application ¢, on définit une F-seminorme p,, en posant p,(z) = ||p(z)||

On définie ainsi un ordre partiel sur les F'—projections par :
1 < @ sipo) = oy = 1h, ce qui est équivalent a im(v)) C im(p) et ker(p) C ker(w)).
L’ordre partiel sur les F-seminormes est 'ordre déja évoqué au chapitre 2. Aussi,
comme au chapitre 2, 'introduction de ces semi-normes, va permettre d’arriver au
résultat.

Propriété 3.9 Soit F C B(H) un espace d’opérateurs . Alors il existe une F'-
seminorme minimale sur B(H).

On trouvera dans [2], chapitre 7, et dans les points 4.6, 4.7, 4.8 de [8] tous les
éléments concernant la topologie BW sur B(X, B(H)) ou X est un Banach.
Preuve.

Soit (p;)icr une famille totalement ordonnée de F-seminormes associées aux F-
applications ¢, : B(H) — B(H).

(¢i)i est une suite (généralisée) de la boule unité de B(B(H), B(H)), qui muni de
la BW-topologie, est compact (théoréme de Banach-Alaoglu).

Il existe donc une sous-suite (¢;,): qui converge BW vers ¢ avec ||¢|| < 1.
Clairement, la caractérisation de la BW-convergence pour les suites bornées montre
que ¢ est une F-application et que ¢|p = IdF.

Montrons que ||¢[lp < 1:

Soit [z; ;] € Mp,(B(H)) =B(H®H..®H)eth,kec H$H...® H.

Alors ([p(,)ih, k) = lim {[g, (i) K

En passant a la norme dans cette égalité on obtient que ||[p(x; ;)] < ||[x:,]|| pour

tout n et donc | ||p||la < 1.
De plus p,, est minimale car :

[ (p(@)h, k) | = Tim | (@i, ()R, k) | = liminf | (py, (2)h, k) [ < Timinf [l ()] [A]].[[]
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pour tout x € X et h,k € H.

Donc ||p(x)|| < |l¢i(z)|| et donc p, < p;, pour tout ¢.
Puisque pour tout ¢ il existe ¢ tel que p; < p;, on obtient que p, < p; pour tout <.

Théoréme 3.10

Si ¢ : B(H) — B(H) est une F-application telle que p, soit une F-seminorme
minimale, alors ¢ est une F-projection minimale et p(B(H)) est une enveloppe
injective de F.

Preuve.
On commence par prouver que ¢ est une F-projection :
Puisque ¢ est une F-application et que || o ¢(z)|| < ||¢(z)|| alors par minimalité
de p,, on a || o p(z)| = |lp(x)| pour tout x de B(H).
Alors pour tout k, ||o® (2)| = ||o(z)|| ou p®*) désigne litérée k-itme de .
Posons v, (z) = olo) + @) + (x)

n
hy, est une F-application qui vérifie |1, (z)|| < ||¢(z)]], donc par minimalité ||¢, (x)|| = ||¢(x)]|-
Ainsi :

o0 (@) = @) = llplz = pa)l = (e - w@)] = |
Cole@l

Donc ¢ o p(x) = ¢(x) pour tout = et ¢ est une F-projection.

Montrons maintenant que ¢ est minimale :
Soit 1 une F-projection telle que ¥ < .
On adoncvop=porp =1
gfnc [0(2)]] = [ o p(2)|| < [le(z)|| et par minimalité [[¢(z)]| = [ ()]
ors :

le(x) = (@)l = lle(elz) = L(@)] = [¥(p(x) = ()]l
= [[¥(z) — (@) = 0

Par conséquent .

Montrons enfin que ¢(B(H)) est une enveloppe injective de F :
Puisque B(H) est injectif et que ¢ est une projection complétement contractante
sur le systéme d’opérateurs o(B(H)), d’aprés le théoréme 3.3, o(B(H)) est injectif.
Soit alors E un espace d’opérateurs injectif tel que ' C E C p(B(H)).
L’application Id : EF — FE peut étre étendue en une projection complétement
contractante v : B(H) — E.

Puisque 7 o ¢ est une F-application et que ||y o p(z)|| < ||¢(x)]|, par minimalité on
a 1y o p(@)]l = lo(@)])
Alors v est une isométrie sur ¢(B(H)) et comme y(p(x) — yop(x) ) = 0, alors

——
€ECp(B(H))

J/

-

€p(B(H))
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p(x) = 7o p(x).

Donc ¢(B(H)) C E et |p(B(H)) =F|o
Ce théoréme donne 'existence d’une F-projection minimale et d’une enveloppe

injective de F'.

3.4 Théoréme de Ruan

On peut maintenant énoncer le :

Théoréme 3.11 (Ruan)
Soit ¥ un espace d’opérateurs . Alors :
E est injectif < 1l existe une C*-algébre injective A, deux projections
p et q de A telles que E soit complétement isométrique a pAg.

D’aprés ce qui a été énoncé au paragraphe 3.1, le sens réciproque a déja été
démontré. Avant de montrer le sens direct, nous devons démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.12 Soit E C B(H) un espace d’opérateurs . Alors il existe une E-
projection ¢ minimale et deux projections unitales complétement positives 1y et 1o

telles que l’application
_[tn ﬂ
i Lzs* ¢2

soit une projection unitale complétement positive de My(B(H))

Preuve.
Soit LY := {{y):‘ Z] i\ pu€Cx,y € EY, le systéme de Paulsen de E.

L¥ est un systéme d’opérateurs contenu dans My (B(H)) = B(H @ H), donc d’aprés
la propriété 3.9 et le théoréme 3.10, il existe une LP-seminorme minimale p, sur
My(B(H)), telle que ¢ soit une LZ-projection minimale, et o(B(H @ H)) une enve-
loppe injective de L¥.

Puisque ¢ est complétement contractante et unitale, alors (proposition 1.15 de [8])
@ est complétement positive .

Alors d’aprés le théoréme de Stinespring’s, il existe un Hilbert K,

7 My(B(H)) — B(K) une *-représentation avec 7(1y) = 1w, et V: HO H — K
une isométrie tels que :

o <[1’11 ww]) _ V»?([l’n xm]) Vv (E LE)
T21 T92 To1 T22

Or d’aprés [8](lemme 5.4), il existe un Hilbert K tel que K soit unitairement

équivalent & K @ K, de sorte que B(K) ~ My(B(K)) et 7 : B(H) — B(K) une
*-représentation unitale tels que :

— ([ |[T11 %12 _ m(r11) 7(712)
T =
To1 T22 7T(9521) 7T(9522)
Alors en identifiant K et K @ K,onaV:H®H — K ® K.
Montrons qu’il existe deux isométries V; : H — K et V5 : H — K telles que :

o
V‘{o V}
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0 E ) -
0 0] € L* on doit avoir :

o o) =" s =l i v=

](;] pour h € H :

“lo ool = b

Puisque V' est une isométrie, en multipliant des deux cotés par V' on obtient :

-

On voit alors que V/ [8] = {*]

Puisque ¢ est une L-projection et que [

Appliquons cette égalité en {

0
. h Vih] . . s
Il existe donc Vi : H — K telle que V' = , et puisque V' est une isométrie,

0 0
V, aussi.
. . . . . 0 0 . . ..
En faisant le méme raisonnement a partir de 0 1| on obtient de méme qu’il
. o 0] [o
existe une isométrie V5 : H — K telle que V = .
h Voh

Ainsi V a la forme voulue.
On a alors

() I A et | Y
- [fimtett Virtea]

On pose alors Yy = Vi'm(x11)Vi, 1y = Vim(xee)Va et ¢ = Vi*m(x12)Va, ce qui
donne la décomposition :
_[n qﬁ}
7T |fﬁ* 1#2

Puisque ¢ est une L¥-projection, il est clair que 101,105 et ¢ sont des E-projections
Wi ¢

et on rappelle que ¢,
)2 wg] ppelle que ¢

(attention la composition matricielle s’écrit ¢? = [ (

est définie par ¢.(z) = o(z*)*).

De plus puisque ¢ est unitale, ¥); et 15 sont unitales.

Enfin ¢; (i = 1,2) est complétement positive comme composées de de T' +— VTV,
et de 7 qui sont complétement positives (cf [8], exemple 2.10).

Reste a montrer que ¢ est minimale :
Soit ¢ une E-projection telle que ¢g < ¢.
Notons que Fy := ¢o(B(H)) et F := ¢(B(H)) sont injectifs et que £ C Fy C F.
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Supposons que ¢y # ¢. Alors Fy C F.
[’application identité Id : Fy — Fy peut étre étendue en une application compléte-
ment contractante 7' : F' — Fj et il existe alors z¢ € ker T', z¢ # 0.

Soit LF := {{y):k Z] i\ € Cix,y € F} le systéme de Paulsen de F. Introduisons :

U: L —  My(B(H))

ol e )

On a W r = Id. De plus, d’aprés [8] (proposition 5.2), puisque T" est compléte-
ment contractante , ¥ est complétement positive .
D’aprés la propriété 3.3 on peut donc étendre W en une application complétement
positive ¥ : My(B(H)) — My(B(H)).
Un argument déja cité montre que ||¥||, = [[U(1)]| = |T(1) = 1.
D’autre part \TI|LF0 =1Idet L¥ C L', donc U est une L¥-application.
Puisque p,, est une L¥-seminorme, minimale, on a p, < pg.

D Dt
(2 3D DIl 5 5

car g € F' = ¢(B(H)).
Ceci contredit la minimalité de p,, donc et ¢ est minimale o

] ~ ol £0

On peut maintenant passer a la preuve du théoréme 3.11 :

Preuve.
On reprend les notations précédentes : ' C B(H), est un espace d’opérateurs injectif,
¢ une E-projection minimale et 1) et 1y deux projections unitales complétement

positives telles que ’application
_ [ cb}
7 Lb* ¥

soit une projection unitale complétement positive de My(B(H)).

Posons A = p(My(B(H)) € My(B(H)).
C’est un injectif et ¢ : My(B(H)) — A est une projection contractante compléte-
ment positive .
D’aprés le théoréme de Choi-Effros, A , muni de la multiplication = xy = ¢(xy) est
une C*-algébre (injective).
Posons p = ¢(E11) et ¢ = ¢(Fa2), qui sont deux projections de A (p* = ¢(E}) =
e(En) = p).
Puisque F est injectif, il existe une projection complétement contractante s : B(H) — E.
Puisque ¢ est une E-projection minimale, on a ¢ < s, donc ¢ os = so ¢ = ¢. Mais

33



puisque F C ¢(B(H)), ona ¢pos=s,donc ¢ =s et E=¢(B(H)).
Définissons 'application T : E — px A x ¢ par :

T(z) =p* {8 ﬂ *xq = (En {8 ﬂ E22> = {8 gb(ox)} - {8 g}

puisque x € E.
Il est assez clair que T est complétement isométrique, comme le montre ’égalité
vraie pour [z;;] € M, (E) :

0 T11

e 0 L1n
0 O 0 0 2] 0
TR N | I [ st | 8T
0 Tnl 0 Tnn
10 0] 0 0]

obtenue en identifiant M, (My(FE)) et Ms,(E) et en faisant des permutations lignes/colonnes.
Enfin, T est surjective car :

praog = (BB ) = [0 P00)) = 0 “E] < [0 F] =)

Bien str, on s’affranchi de 'opération *, et on obtient que :

’E est complétement isométrique a pAq‘ 0

3.5 Cas particulier des espaces d’opérateurs de di-
mension finie

On peut se poser la question de savoir si dans le cas ot F est un espace d’opé-
rateurs injectif de dimension finie , on peut choisir A aussi de dimension finie dans
le théoréme de Ruan.

On peut tout d’abord remarquer que, d’'une maniére générale, un espace d’opéra-
teurs de dimension finie ne s’injecte pas toujours de maniére naturelle dans une
C*-algébre de dimension finie (cf [4]).

Mais si E est injectif on a le résultat suivant da a D.Bletcher et & R. R Smith
(I4]) -

Théoréme 3.13

E est un espace d’opérateurs injectif de dimension finie si et seulement si
il existe une C*-algébre A de dimension finie, un projection p de A telle
que E soit totalement isométrique a pAp*.

Avant de débuter la preuve de ce résultat, on va d’abord établir la propriété
suivante : On peut choisir ¢ = p* dans le théoréme de Ruan.

Propriété 3.14
Soit E un espace d’opérateurs . Alors :
E est injectif < 1l existe une C*-algébre injective A, une projection
p de A telles que E soit complétement isométrique a pAp*.
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Preuve.

Soit E un espace d’opérateurs injectif, A, p et ¢ comme dans le théoréme de Ruan.
0 1

Remarquons tout d’abord que E est totalement isométrique & e1o®FE ol 19 = 0 ol

Alors E est totalement isométrique a [](; 8] My(A) [8 g]

Donc en remplacant A par My(A) (on peut voir facilement que c¢’est une C*-algébre

injective) et p et ¢ par [](; 8} et [8 2], on voit que on peut supposer p L ¢ (ie
pg = qp = 0).

On aalors p=p(p+q) et ¢= (p+q)(L —p) = (p + @)p™

Donc pAq = p(p + q¢)A(p + ¢)p*. En remplacant A par (p + q)A(p + ¢) (encore

injective), on obtient le résultat o

Passons a la preuve du théoréme :
Preuve.
On garde les mémes notations que la propriété précédente en supposant que E est de
plus de dimension finie et on pose B = pAp et C' = p*Ap* qui sont deux C*-algébres

On a vu que 'on pouvait prendre My(A) a la place de A et puisque (en s’autorisant
I'écriture matricielle suivante) :

B E| [pAp pApt] [p 0][A A
[E* C] N [pLAp pLApL] N {0 pL] L‘l A]
On peut identifier A & {EB* g] = {U,)* i] ,be B,ceCle, f € E}.
On voit facilement que E est un (B, C) bi-module, ce qui nous autorise a condi-
dérer les opérateurs suivants :
m: B — B(E) et m:C — B(E)
b +— m(b):e— be c +— mc) e ec

71 est un homomorphisme de C*-algébre et mo un anti-homomorphisme (ie La(cc’) =
LQ(C,)LQ(C)).
Soient alors I} = ker(m) et I, = ker(ms), qui sont des idéaux fermés de B et C
respectivement, donc auto-adjoints.

On sait alors que T = m(B) et T = mo(B) et sont donc des C*-algébres de dimen-
1 2
sion finie (car inclus dans B(FE) de dimension finie).

I, 0 1 0 . .
Posons alors [ = [0 12] = {{O ]} yi€l,je LY.
Montrons que [ est un idéal de A :
Pourie€ 1, j€ et f€ E,ona: ffn = (i*f)" =0 car I est auto-adjoint et de
méme jf* = (£5°)° = 0.
Ainsipouri € I1,j € I,e,f € E.be B,ce C .

i 0] [b e] [ib o'el
0 j| [f ¢ [0 jc
Et : _ _ _ }
b el i 0] _[bi 0] _,
f*oc [0 4] |0 ¢
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Donc I est un idéal (fermé puisque I; et I le sont).

Soit alors la projection 7 : A — T (C’est une application complétement contractante

(voir [8]).
On rappelle que poure, f € E;be B,ce C,on a:

(Dl A

J M
N* K

7i € [17j EIZ}

On identifie M, (A) a {{

M,(E) a {{OO" ?){J .M € M,(E)} (cette identification préservant la norme) et on

remarque que pour tout M € M, (E),J € M,(I,), K € M,(I3) :

=l =lle.

En effet {J M] — {O" M] = {J O"] qui est une matrice postive car J et K

J € My(I),K € M,(I), M,N € M,(E)} et

0, K 0, O, 0, K
sont autoadjoints et JK = 0,, > 0,, (car BC' = pAppLApL =0).
En passant a la borne inférieure sur J et K dans (%) , on obtient que

gl el

Or puisque 7 est complétement contractante on a 1’égalité.

M| <

A

Ceci montre que 7y est complétement isométrique et puisque m(E) = 7r(10)77r(p)L
A B/I E . . .
et que T = [ E/* c/ I} est une C*-algébre de dimension finie, le théoréme est

démontré o
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